
群
维基百科，⾃由的百科全书
數學群（group）是由⼀種集合以及⼀個⼆元運算所組成的，並且符合“群公理”。
群公理包含下述四个性质的代數結構。这四个性质是封闭性、結合律、單位元和对
于集合中所有元素存在逆元素。

很多熟知的數學結構⽐如數系統都遵从群公理，例如整數配備上加法運算就形成⼀
個群。如果将群公理的公式從具体的群和其運算中抽象出來，就使得⼈们可以⽤靈
活的⽅式来處理起源于抽象代數或其他许多数学分⽀的實體，⽽同时保留對象的本
質結構性质。

群在數學內外各個領域中是無處不在的，这使得它們成為當代數學的组成的中⼼原
理。[1][2]

群與对称性有密切的联系。例如，對稱群描述了⼏何体的对称性：它是保持物體不
變的變換的集合。李群应⽤于粒⼦物理的标准模型之中；庞加莱群也是李群，能表
达狭义相对论中的对称性；点群能帮助理解分⼦化学中的对称现象。

群的概念产⽣⾃多項式⽅程的研究，由埃⽡⾥斯特·伽罗⽡在19世纪30年代開創。在得到來⾃其他領域如數論和幾何学的貢
獻之后，群概念在1870年左右形成并牢固建⽴。現代群論是⾮常活躍的數學學科，有⾃⼰独特的研究⽅法。a[›] 為了研究
群，數學家發明了各種概念來把群分解成更⼩的、更好理解的部分，⽐如⼦群、商群和單群。除了它們的抽象性質，群论
還研究表⽰群的各種具體⽅式（群表⽰论和计算群论）。對有限群已經發展出了特別豐富的理論，這在2004年完成的有限
簡單群分類中達到頂峰。从1980年代中叶以来，将有限⽣成群作为⼏何对象来研究的⼏何群论，成为了群论中⼀个特别活
跃的分⽀。

魔⽅方的所有可能重新排列列形成⼀一個
群，叫做魔⽅方群。
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群(G,·) 是由集合G 和⼆元運算"·"构成的，符合以下四个性质（称“群公理”）的数学结构。其中，⼆元运算结合任何兩個元
素a和b⽽形成另⼀個元素，记為a·b，符號"·"是具體的運算，⽐如整數加法。
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群公理所述的四个性质为：[3]

1. 封閉性： 對于所有G中a, b，運算a·b的結果也在G中。b[›]

2. 結合律律： 對于所有G中的a, b和c，等式 (a·b)·c = a· (b·c)成⽴立。

3. 單位元：
存在G中的⼀一個元素e，使得對于所有G中的元素a，总有等式

e·a = a·e = a 成⽴立。

4. 逆元：
對于每個G中的a，存在G中的⼀一個元素b使得总有a·b = b·a = e，此处e为
單位元。

群运算的次序很重要，把元素a 與元素b 结合，所得到的结果不⼀定与把元素b 與元素a 结合相同；亦即，  （交换
律）不⼀定恒成⽴。满⾜交换律的群称为交换群（阿⾙爾群，以尼尔斯·阿贝尔命名），不满⾜交换律的群称为⾮交换群
（⾮阿贝尔群）。

整数加法群中，對于任何兩個整數都有 a + b = b + a （加法的交換律）成⽴，因此，整数加法群是交换群。但是對稱群中
交换律并不总是成⽴，所以⼀般的对称群不是交换群。

群G的单位元经常记做1或  ，这个记号来⾃乘法单位元。对于阿贝尔群，可以把群运算记做+，单位元记做0；这种情况下
群称为加法群。单位元也可记做id。

群 也常常简记为 。可以根据上下⽂来判断⼀个符号指的是集合还是群。

最常见的群之⼀是整數集 和整数的加法所构成的群。它由以下數列组成：

..., −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, ...[4]

下⾯将整数的加法的性质与四个群公理做对⽐，可以看出，整数集和整数的加法是可以构成群的。

1. 對于任何兩個整數數a和b，它们的和a + b也是整數數。換句句話說，在任何時候，把兩個整數數相加都能得出整數數的結果。這
個性質叫做在加法下封闭。

2. 對于任何整數數a, b和c，(a + b) + c = a +（b + c）。⽤用話語來來表達，先把a加到b，然后把它們的和加到c，所得到的結
果与把a加到b與c的和是相等的。這個性質叫做結合律律。

3. 如果a是任何整數數，那么0 + a = a + 0 = a。零叫做加法的單位元，因為把它加到任何整數數都得到相同的整數數。

4. 對于任何整數數a，存在另⼀一個整數數b使得a + b = b + a = 0。整數數b叫做整數數a的逆元，记为−a。

正⽅形的对称操作（⽐如旋轉和反射）形成了⼀個群，叫做⼆⾯體群，并记為D4。[5]⼆⾯体群中有下列8个對稱：

舉例例

例例⼀一：整數數加法群

例例⼆二：對稱群
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D4的群表

· id r1 r2 r3 fv fh fd fc

id id r1 r2 r3 fv fh fd fc

r1 r1 r2 r3 id fc fd fv fh

r2 r2 r3 id r1 fh fv fc fd

r3 r3 id r1 r2 fd fc fh fv

fv fv fd fh fc id r2 r1 r3

fh fh fc fv fd r2 id r3 r1

fd fd fh fc fv r3 r1 id r2

fc fc fv fd fh r1 r3 r2 id

元素id、r1、r2和r3形成⼀一個⼦子群，⽤用紅⾊色突

出。這個⼦子群的左和右陪集分別⽤用綠⾊色和⿈黃
⾊色突出。

id (保持原樣) r1 (向右旋轉90°) r2 (向右旋轉180°) r3（向右旋轉270°）

fv (垂直翻轉) fh (⽔水平翻轉) fd (對⻆角翻轉) fc（反對⻆角翻轉）

正⽅方形對稱群（D4）的元素。对頂點进⾏行行著⾊色和編號只是把這些運算形象化。

恒等運算保持所有東⻄西不不變，记為id；

把正⽅方形向右（順時針）旋轉90°、180°和270°，分別记為r1、r2和r3。

關于垂直和⽔水平中線的反射记為fv和fh，關于兩個對⻆角線的反射记為fd和fc。

任何兩個對稱a和b都可以複合，即进⾏⼀個之后再进⾏另⼀個。先進⾏a然后进⾏b在符號上“從右到左”寫為

b·a （“進⾏對稱操作a 之后再进⾏對稱操作b”。從右到左的记号来源于函數複合）。 右⾯的群表列出了這種複合的所有可能
結果。例如，右旋270°(r3)然后⽔平翻轉（fh ），等于進⾏⼀个沿對⾓線的反射（fd ），如群表中藍⾊突出的单元格所⽰。
使⽤上述符號可以记为：

fh·r3 = fd

給定這個對稱的集合和描述的運算，群公理可以理解如下：

閉合公理理要求任何兩個對稱a和b的複合

b·a 仍是對稱。另⼀個群運算的例⼦是

r3·fh = fc 就是說在⽔平翻轉后右旋270°等于沿反對⾓線翻轉（fc ）。确
实，兩個對稱的所有其他組合仍得出⼀個對稱，這可以使⽤群表來檢查。

結合律律的限制處理理多於兩個對稱的複合：給定D4的三個元素a、b和

c，有兩種⽅方式計算“a接著b接著c”。

(a·b)·c = a· (b·c) 的要求，意味著三個元素的複合與先进⾏哪个運算是無
關的。 例如， (fd·fv)·r2 = fd· (fv·r2) 可以使⽤右側的群表來檢查

(fd·fv)·r2  = r3·r2  = r1它等于

fd· (fv·r2)  = fd·fh  = r1

單位元是保持所有東⻄西不不變的對稱id：對于任何對稱a，進⾏行行a然后进
⾏行行id（或进⾏行行id然后进⾏行行a）等于a，⽤用符號表示為

id·a = a

a·id = a

逆元素撤銷某個其他元素的變換。所有對稱都是可以撤銷的：恒等id，翻轉fh、fv、fd、fc和180°旋轉r2這些變換都是⾃自
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身的逆元，因為把它們进⾏行行兩次就把正⽅方形变回了了最初的樣⼦子。旋轉r3和r1相互是逆元，因為按⼀一個⽅方向旋轉再按另⼀一

個⽅方向旋轉相同⻆角度保持正⽅方形不不變。⽤用符號表示為

fh·fh = id

r3·r1 = r1·r3 = id

与上述的整數群不同的是，在整数群中運算次序是無關緊要的，⽽在D4 中则是重要的： fh·r1 = fc 然⽽ r1·fh = fd 。換句話
說，D4不是阿⾙爾群，这使得这个群的結構⽐上⾯介紹的整數群要更加复杂。

抽象群的現代概念是從多個數學領域發展出來的。[6][7][8] 群論的最初動機是為了求解⾼於4次的多項式⽅程。⼗九世紀法國
數學家埃⽡⾥斯特·伽罗⽡，擴展了保罗·鲁菲尼和约瑟夫·拉格朗⽇先前的⼯作，依據特定多項式⽅程的根（解）的對稱群給
出了對它的可解性的判别准则。這個伽罗⽡群的元素對應於根的特定置換。伽罗⽡的想法最初被同代⼈所拒絕，只在死后
才出版。[9][10] 更⼀般的置換群由奥古斯丁·路易·柯西專⾨研究。阿瑟·凱萊的《On the theory of groups, as depending on
the symbolic equation θn = 1》（1854年）給出有限群的第⼀個抽象定義。[11]

幾何是第⼆個系统性的使⽤群，特別是對稱群的領域。这类群是菲利克斯·克莱因1872年的爱尔兰根纲领的⼀部分。[12] 在新
型的幾何如雙曲幾何和射影幾何形成之后，克萊因利⽤群論以更連貫的⽅式來組織它們。索菲斯·李進⼀步發展了這些想
法，在1884年創⽴了李群的研究。[13]

对群論有貢獻的第三個領域是數論。⼀些阿⾙爾群結構在卡爾·弗⾥德⾥希·⾼斯的數論著作《算术研究》（1798年）中被隐
含地⽤到，并被利奥波德·克罗内克更明顯地⽤到。[14]1847年，恩斯特·库默尔發展了描述⽤素数做因數分解的理想類群，
使證明費⾺⼤定理的早期嘗試達到了⾼潮。[15]

把上述各種來源融合成⼀个群的統⼀理論是从卡⽶尔·若尔当的《Traité des substitutions et des équations algébriques》
（1870年）開始的。[16] ⽡尔特·冯·迪克（1882年）給出了第⼀个抽象群的現代定義的陳述。[17] 在⼆⼗世紀，群在费迪南德
·格奥尔格·弗罗贝尼乌斯和威廉·伯恩赛德的开拓性著作中獲得了廣泛的认识，他們研究有限群的表⽰理論，還有理查德·布
劳尔的模表⽰論和Issai Schur 的論⽂。[18] 赫尔曼·韦伊、埃利·嘉当和很多其他⼈推進了李群和更⼀般的局部緊群的理
論。[19] 它的代數對應者—— 代數群的理論，由克劳德·舍⽡莱（從1930年代晚期开始）和后來阿尔曼德·波莱尔和雅克·蒂茨
的重要著作奠基。[20]

芝加哥⼤学于1960-61年举办的“群论年”活动促使群论家们以丹尼尔·格伦斯坦，约翰·格⾥格斯·汤普森和⽡爾特·法伊特为基
础展开合作。在⼤量其他数学家的帮助下，他们完成了有限单群的分类。这项⼯程，不论是从证明长度来说还是从参与⼈
数来说，其浩⼤程度超越了之前⼀切的数学成果。简化此证明的研究还在进⾏中。[21] 群论在当下仍是⼀个活跃的数学分
⽀，并仍在对其他分⽀产⽣重⼤影响。a[›]

可以從群公理直接獲得的關于所有群的基本事實，通常包含在初等群論中。[22] 例如，重復應⽤結合律公理，可以證明以下
等式

a·b·c = (a·b)·c = a·（b·c）

可以推廣到多於三個因⼦。因為這意味着括號可以插⼊到⼀序列的項的任何地⽅，所以通常省略括號。[23]

公理可以弱化為只宣称左單位元和左逆元的存在性。⼆者可以被證明實際上是双側的，所以得出的定義与上⾯給出的等
價。[24]

群公理的兩個重要结果是單位元和逆元的唯⼀性。在群中只能有⼀個單位元，⽽群中的每個元素都正好有⼀個逆元素。[25]

歷歷史

群公理理的簡單結論

單位元和逆元的唯⼀一性
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要證明a的逆元素的唯⼀性，假設a有兩個逆元，记為l和r。則

l = l·e     由于e是單位元

= l· (a·r)     因為r是a的逆元，所以e = a·r

= (l·a)·r     根据結合律律，它允許重新安排括號

= e·r     由于l是a的逆元，就是說l·a = e

= r     由于e是單位元

因此l和r被⼀系列等式連接了起來，所以它們是相等的。換句話說a只有⼀個逆元。

在群中，可以進⾏除法：給定群G 的元素a 和b ，G 中存在⽅程 x·a = b 的唯⼀解x 。[25] 实际上，把⽅程右乘以a−1 給出解
x = x·a·a−1 = b·a−1 。類似地，G中存在⽅程 a·y = b 的唯⼀解y，也就是 y = a−1·b 。⼀般地說，x和y不⼀定相等。

这⼀结果的⼀个推论是“乘以某个群中的元素g”是⼀个双射。特别地，如果g 是群G 的⼀个元素，则有G 到⾃⾝的双射，（称
为由g 引起的左平移）它将  映射为  。类似地，由g 引起的右平移是⼀个G 到⾃⾝的双射，它将  映射为  。
如果G是阿贝尔群，由同⼀个元素引起的左平移和右平移是相同的。

下列列章節使⽤用了了數數學符號如X = { x, y, z }來來表示集合X包含元素x、y和z，或 來來表示x是X的⼀一
個元素。记法 意味著f是对X的所有元素指定Y的⼀一個元素的函數數。

要超越上述純粹符號操作⽔平去理解群，必須采⽤更加結構性的概念。c[›] 有⼀個概念性原理位于所有下列概念的底層：要
发挥群提供的結構（⽽無結構的集合就沒有）的优势，與群有關的構造必須与群運算兼容。下列概念中以各種⽅式表现了
這種兼容性。例如，群可以通過叫做群同態的函數相互關聯。根據上述這個原理，要求它們以精確的意义照顧到群結構。
群的結構還可以通過把它們分解成⼦群和商群來理解。“保持結構”的原理是在數學中反復出現的⼀個主題，它是靠范疇來⼯
作的⼀個實例，在這⾥的情況下靠群范疇。[26]

群同態g[›]是保持群結構的函數。兩個群之間的函數 a: G → H 是同態，如果等式

a(g·k) = a(g)·a(k) 對于所有G 中的元素g 、k 都成⽴，就是說在进⾏映射a 之后還是之前進⾏群運算所得到的結果是⼀樣的。
這個要求保证了 a(eG) = eH ，以及對于G 中的所有g ，都有 a(g)−1 = a(g−1) 。因此群同態保持了群公理提供的G 的所有結
構。[27]

兩個群G 和H 被稱為同構的，如果存在群同態 a: G → H 和 b: H → G ，使得先后（以兩種可能的次序中每個次序）應⽤兩個
函數分別等于G 和H 的恒等函數。就是說，對于任何G 中的g 和H 中h ，有 a(b(h)) = h 和 b(a(g)) = g 。從抽象的觀點來看，
同構的群携带了相同的信息。例如，证明對於G 的某個元素g 有 g·g = eG ，等價於证明 a(g)·a(g) = eH ，因為應⽤a 於第⼀個
等式得到第⼆個，⽽應⽤b於第⼆個得到第⼀個。

⾮正式的說，⼦群是包含在更⼤的群G 內的⼀個群H 。[28] 具體的說，G 的單位元包含在H 中，并且只要h1 和h2 在H 中，
則h1· h2和h1

−1也在其中，所以H的元素对于限制於H的G上的群運算确实形成了⼀个群。

在上⾯例⼦中，單位元和旋轉構成了⼀個⼦群 R = {id, r1, r2, r3} ，在上⾯的群表中突出為紅⾊：任何兩個復合的旋轉仍是
⼀個旋轉，并且旋轉可以被相反⽅向上的旋轉（它的逆元）所抵消。⼦群检验法是群G 的⼦集H 是⼦群的充分必要條件：對
于所有元素 g, h ∈ H ，只需檢查g−1h ∈ H。了解⼦群族對于作為⼀個整體來理解群是重要的。d[›]

除法

基本概念

群同態

⼦子群
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· R U

R R U

U U R

商群D4 / R的群表。

給定群G 的任何⼦集S ，由S 所⽣成的⼦群是由S 的元素和它們的逆元的乘積组成。它是包含S 的G 的最⼩⼦群。[29] 在上⾯介
紹例⼦中，r2 和fv 所⽣成的⼦群由這兩個元素本⾝、單位元id和 fh = fv·r2 構成。這還是個群，因為结合這四個元素或它們的
逆元（在這個特殊情況下，是这些相同的元素）中任何兩個仍得到這個⼦群中的元素。

在很多情況下，需要認為兩個群元素是等同的，如果它們只差⼀個给定⼦群中的元素。例如，在上述D4 中，⼀旦進⾏了翻
轉，只进⾏旋轉運算（不再进⾏翻轉）正⽅形就永遠不能回到r2 的构型，就是說旋轉運算對于是否已經進⾏了翻轉的問題是
無關緊要的。陪集可⽤來把這種现象形式化：⼦群H 定義了左陪集和右陪集，它們可以認為是把H 平移了⼀个任意群元
素g。⽤符號表⽰，H的包含g的左和右陪集分別是

gH = {gh, }和Hg = {hg, }。[30]

任何⼦群H 的陪集形成了G 的⼀个劃分；就是說所有左陪集的并集与G 相等，⽽且兩個陪集要么相等，要么有空的交集。[31]

第⼀種情況 g1H = g2H 出現當且僅當g1
−1g2 ∈ H ，就是說如果這兩個元素差異了H 的⼀個元素。類似的考慮也適⽤於H 的

右陪集。H 的左和右陪集可以相等也可以不相等。如果它們相等，就是說對于所有G 中的g 有gH = Hg ，則H 被稱為正規⼦
群。

在前⾯介绍的對稱群D4 中，由旋轉構成的⼦群R 的左陪集gR 要么等于R ，如果g 是R ⾃⾝的⼀個元素；要么等于
U = fvR = {fv, fd, fh, fc} （⽤綠⾊突出）。⼦群R還是正規的，因為 fvR = U = Rfv 且對于任何fv以外的元素也是類似的。

有时在由陪集形成的集合上可以赋予⼀个满⾜群公理的运算⽽使之成为商群或因⼦群。这仅在⼦群是正规的时候才可⾏。
給定任何正規⼦群N，商群定義為

G / N = {gN, }，“G模N”[32]

這 個 集 合 從 最 初 的 群 G 繼 承 了 ⼀ 個 群 運 算 （ 有 時 叫 做 陪 集 乘 法 或 陪 集 加 法 ） ： 對 于 所 有 G 中 的 g 和 h ，
(gN)· (hN) =（gh ）N 。這個定義是由關聯任何元素g 到它的陪集gN 的映射G → G / N 是群同態的想法（⾃⾝是上⾯提出的
⼀般結構性考慮的⼀個實例）所激發的，或者是叫做泛性質的⼀般抽象考慮。陪集 eN = N 充當了這個群的單位元，在商群
中gN的逆元是 (gN)−1 =（g−1）N。 e[›]

商群D4 / R 的元素是代表單位元的R ⾃⾝和 U = fvR 。商群上的群運算如右側所⽰。例
如， U·U = fvR·fvR =（fv·fv ）R = R 。⼦群 R = {id, r1, r2, r3} 和對應的商群都是阿⾙爾
群，⽽D4 不是阿⾙爾群。通過较⼩的群构造较⼤的群，例如從⼦群R 和商群D4 / R 构造
D4，被抽象為叫做半直積的概念。

商群和⼦群⼀起形成了⽤它的展⽰描述所有群的⼀種⽅法：任何群都是這個群的⽣成元
上的⾃由群模以“關係”⼦群得到的商群。例如，⼆⾯體群D4 可以由兩個元素r 和f ⽣成（⽐
如r = r1 右旋，和f = fv 垂直）或任何其他）翻轉），這意味著正⽅形的所有對稱都是這兩個對稱或它們的逆元的有限復合。
与關係在⼀起

r 4 = f 2 = (rf)2 = 1,[33]

這個群就完全描述出來了。群的展⽰還可以被⽤來構造凱萊圖，它是⼀种利⽤图形来辅助理解离散群的⼯具。

⼦群和商群以下列⽅式相互關聯：G 的⼦集H 可以被看作單射H → G ，就是說任何⽬標元素都有最多⼀個映射到它的元素。
單射的對⽴是滿射（所有⽬標的元素都被映射到了），⽐如規范映射G → G / N 。y[›] 通过這些同態理解⼦群和商群強調了
這些定義中內在的結構性概念。⼀般的說，同態既不是單射也不是滿射。群同態的核與像和第⼀同構定理研究這個現象。

陪集
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共軛
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如果同⼀個群中的兩個元素p 和q 滿⾜關係：p = x−1qx ，其中x 也是同⼀個群中的元素，則稱元素p 和q 共軛。共軛关系是⼀
个等价关系，即它满⾜三个性质：共軛是⾃反的、对称的和傳遞的。

在群中可以找到⼀個集合，這個集合中每⼀個元素都相互共軛，⽽在這個集合以外群的其他部分已經沒有任何元素與他們
具有共軛關係了。稱这种集合為群中的⼀個共軛類。同⼀個群的兩個類之間⼀定沒有共同的元素。群中⼀個元素⼀定屬於
且僅屬於⼀個類。如果群中沒有元素與該元素共軛，則該元素⾃成⼀類。

群的例⼦和應⽤⼤量存在。起點是上⾯介紹過的整數的群Z 帶有加法作為群運算。如
果把加法替代為乘法，就得到了乘法群。這些群是抽象代數中重要概念的前⾝。

群應⽤於很多數學領域中。數學對象的性质經常是通過将群關聯与数学对象关联，并
研究相應的群的性質来研究的。例如，儒勒·昂利·庞加莱通過引⼊基本群創⽴了現在
所謂的代數拓撲。[34] 通過這種連接⽅式，拓撲性質⽐如臨近和連續轉換成了群的性
質。i[›] 例如，右側的圖像描繪了平⾯減去⼀個點的基本群的元素。這個群的元素給出
為在這個區域內的環路。藍⾊環路被認為是零同倫（因此是無關緊要的），因為它可
以收縮為⼀個點。圓孔的存在防⽌了橙⾊環路被收縮。橙⾊環路（或任何環繞這個圓
孔⼀次的其他環路）所⽣成的，去掉了⼀個點的平⾯的基本群是無限循環群。基本群
以這種⽅式探測到了這個圓孔。

在更新近的應⽤中，影響已經被倒轉過來，由群論背景來激發幾何結構了。j[›] 在類似
的脈絡下，幾何群論采⽤了幾何概念，⽐如在雙曲群的研究中。[35] 其他⼀些⼤量应
⽤群论的数学分⽀包括代數幾何和數論。例如，典型群和Picard群在代数⼏何上有重
要应⽤；參⾒[36]

除了上述理論應⽤之外，還存在很多群的實踐應⽤。密碼學依賴於抽象群論⽅式和從
計算群論中特別是實現于有限群上的時候所得到的算法知識的結合。[37] 群論的應⽤
不限於數學；科學如物理、化學和計算機科學都受益於這個概念。

很多數系統，⽐如整數和有理數享有⾃然給予的群結構。在某些情況下⽐如對于有理
數，加法和乘法運算⼆者都引發群結構。這種系統是叫做環和域的更⼀般的代數結構
的前⾝。

整數Z 在加法下的群记為（Z, +），它在上⾯已經描述了。整數帶有⽤乘法替代加法的運算，(Z, ·)不形成群。閉合、結合律
和單位元公理滿⾜，但逆元不存在：例如， a = 2 是整數，但⽅程 a·b = 1 的唯⼀解在這種情況下是b = 1/2，它是有理數⽽
⾮整數。因此不是所有Z的元素都有（乘法）逆元。k[›]

對乘法逆元存在的要求建议了考慮分式

。

整數的分式（要求b ⾮零）叫做有理數。l[›] 所有這種分數的集合通常記為Q 。對于有理數帶有乘法(Q,·), 成為群仍有⼀個⼩
障礙：因為有理數0沒有乘法逆元（就是說沒有x使得 x·0 = 1 ），(Q, ·)仍然不是群。

例例⼦子和應⽤用

周期性壁紙引發壁紙群。

平⾯面減去⼀一個（粗體）點的基
本群由在這個區域內的環路路構

成。
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但是，所有⾮零有理數的集合 Q\{0} = {q ∈ Q, q ≠ 0} 形成⼀個在乘法下的阿⾙爾群，記為(Q\{0},·) 。m[›] 結合律和單位元
公理從整數的性質中得出。閉合要求在去掉零之后仍成⽴，因為任何兩個⾮零有理數的乘積永遠不是零。最后，a/b 的逆元
是b/a，所以逆元公理也滿⾜。

有理數（包括0）在加法下也形成群。同時帶有加法和乘法運算產⽣更復雜的結構叫做環—如果同时除法总是可能的話（如
在Q中）就是域，它在抽象代數中占據中⼼位置。群論理論因此位于這些實體的理論的底層部分。n[›]

對于任何素數p ，模算術提供了整數模以p 的乘法群。[38] 群的元素是不能被p 整除的整數模p 的同余类，就是說兩個數被認為
是等價的如果它們的差被p 整除。例如，如果 p = 5 ，則精確地有四個群元素1, 2, 3, 4:排除了5的倍數⽽6和−4都等價于1。
群運算給出為乘法。因此 4·4 = 1 ，因為通常意义下的乘積16等價於1,⽽5整除 16 − 1 = 15 。以上事实記為

16 ≡ 1（mod 5）。

p 的⾸要作⽤是確保了兩個都不被p 整除的整數的乘積也不被p 整除，因此指⽰的同馀類的集合在乘法下閉合。o[›] 單位元如
平常的乘法群⼀樣是1，⽽結合律可以從整數的相應性質得出。最后，逆元公理要求給定不整除于p 的整數a ，存在⼀個整
數b使得

a · b ≡ 1（mod p），就是說p整除a·b − 1的差。

逆元b 可以使⽤⾙祖等式和最⼤公約數gcd(a, p) 等于1的事實找到。[39] 在上述 p = 5 的情況下，4的逆元是4，3的逆元是2，
因為 3·2 = 6 ≡ 1 (mod 5) 。所有的群公理都滿⾜。實際上，這個例⼦類似于上述（Q\{0},·），因為它是在有限域Fp 中⾮零
元素的乘法群，記為Fp

×。[40]這些群對于公开密钥加密是⾄關重要的。p[›]

循環群是其所有元素都是特定元素a 的冪的群（在群運算被寫為加法的時候使⽤術語倍
數）。[41]在乘法符號下，群的元素是：

..., a−3, a−2, a−1, a0 = e, a, a2, a3, ...,

這⾥的a2 意味著a·a ，⽽a−3 表⽰a−1·a−1·a−1=(a·a·a)−1 等等。h[›] 這個元素a 叫做這個群
的⽣成元或本原元。

這類群的典型例⼦是單位⼀的n 次複數根，由滿⾜ zn = 1 的複數z 给出，其運算為乘
法。[42] 任何有n 個元素的循環群同構於這個群。使⽤某些域論，群Fp

× 可以被證明為是
循環群：對于 p = 5, 3是⽣成元因為 31 = 3, 32 = 9 ≡ 4, 33 ≡ 2, ⽽ 34 ≡ 1 。無限循環群
同構於（Z, +），它是前⾯介紹的整數在加法下的群。[43] 因為這兩個原型都是阿⾙爾
群，所以任何循環群都是。

阿⾙爾群包括有限⽣成阿⾙爾群的基本定理的研究是⾮常成熟的；對這個事態的反映是
很多有關群論的概念，⽐如中⼼和交換⼦，描述了⼀個給定群不是阿⾙爾群的程度。[44]

對稱群是由給定數學對象的對稱組成的群，對稱源于它們的幾何本性（⽐如前⾯介紹的正⽅形的對稱群）或源于代數本性
（⽐如多項式⽅程和它们的解）。[45] 概念上說，群論可以被認為是對稱性的研究。t[›] 數學中的對稱性極⼤的簡化了幾何
或分析對象的研究。群被稱為作⽤於另⼀個數學對象X 上，如果所有群元素進⾏某個在X 上的運算兼容於群定律。在下⾯最
右側例⼦中，7階的（2,3,7）三⾓群的⼀個元素通過置換突出的彎曲的三⾓形作⽤在鑲嵌上（其他的元素也是）。通過群作
⽤，群模式被連接到了所作⽤到的對象的結構上。

⾮非零整數數模以素數數

循環群

單位⼀一的六次複數數根形成⼀一
個循環群。z是本原元⽽而z2不不
是，因為z的奇數數冪不不是z2的
冪。

對稱群
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在化學領域中，⽐如晶體學、空間群和點群描述分⼦對稱性和晶體對稱性。這些對稱性位于這些系統的化學和物理表現的
底層，⽽群論使簡化對這些性質的量⼦⼒學分析成为可能。[46] 例如，群論被⽤來
證實在特定量⼦級別間不出現光學躍遷簡單的因為涉及到了狀態的對稱性。

群不只對評定在分⼦中蘊含的對稱性有⽤，⽽且令⼈驚奇的它們還可以預測出分⼦
的對稱性有时候可以改变。姜-泰勒效应是⾼對稱的分⼦的變形，此時，在通過分
⼦的對稱運算相互關聯的⼀組可能基態中，该分⼦将采纳⼀個特定的低對稱的基
態。[47][48]

同樣的，群論還可以幫助預測在物質經歷相變的時候出現的物理性質的變更，⽐如
晶體形式從⽴⽅體變為四⾯體。⼀個例⼦是鐵電物質，這裡從順電到鐵電狀態的變
更出現在居⾥溫度時，與從⾼對稱順電狀態到低對稱鐵電狀態的變更有關，并伴隨
著所謂的軟聲⼦模式，它是在變化時轉到零頻率的振動晶格模式。[49]

這種⾃發對稱性破缺在基本粒⼦物理中找到了進⼀步應⽤，這⾥它的出現与⼽德斯
通玻⾊⼦的出現有关。

富勒勒烯展现了了⼆二⼗十⾯面
體對稱。

氨NH3。它的對稱群

是6階的，⽤用120°旋
轉和反射⽣生成的。

⽴立⽅方烷C8H8刻畫了了⼋八

⾯面體對稱。

六⽔水合銅（II）配合
物[Cu(OH2)6]2+。相

較于完美的對稱形
狀狀，分⼦子垂直膨脹⼤大
約22%（姜-泰勒勒效

应）。

（2,3,7）三⻆角群是雙
曲群，它作⽤用在這個
雙曲⾯面的鑲嵌上。

有限對稱群⽐如马蒂厄群被⽤于編碼理論中，它又⽤于傳輸數據的糾錯和CD播放器中。[50] 另⼀個應⽤是微分伽羅⽡理
論，它刻畫有已知形式的不定積分的函數，給出何時特定微分⽅程的解有良好表現的群論判定標準。u[›] 在群作⽤下保持穩
定的幾何性質在幾何不變量理論中研究。[51]

矩陣群由矩陣加上矩陣乘法⼀起構成。⼀般線性群 GL(n, R) 由所有可逆
的n 乘n 的帶有實數元素的矩陣構成。[52] 它的⼦群被稱為矩陣群或線性
群。上⾯提及的⼆⾯體群例⼦可以被看作（⾮常⼩的）矩陣群。另⼀個重
要矩陣群是特殊正交群SO(n)。它描述了n 維的所有可能旋轉。通過歐拉
⾓，旋轉矩陣被⽤于計算機圖形學中。[53]

表⽰理論是對群概念的應⽤并且對深⼊理解群是很重要的。[54][55] 它通過
群作⽤於其他空間來研究群。⼀類廣泛的群表⽰是線性表⽰，就是說群作
⽤在線性空間中，⽐如三維歐幾⾥得空間R3 。G 在n- 維實向量空間上的表
⽰簡單的是從群到⼀般線性群的群同態

ρ: G → GL(n, R)。

以這種⽅式，抽象給出的群運算被轉換成⽤明確的計算可觸及到的矩陣乘法。w[›]

旋轉和翻轉形成⼀一個⼤大⼆二⼗十⾯面體的
對稱群。

⼀一般線性群和表示理理論

兩個向量量（左側展示），和它們乘以矩陣
之后（中間和右側展示）。中間的表示了了
順時針旋轉90°，⽽而右側的再按因⼦子2伸縮
了了x坐標。
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給定⼀個群作⽤，這給出了研究所作⽤的對象的進⼀步⽅法。x[›] 在另⼀⽅⾯，它還產⽣了關于群的信息。群表⽰是在有限
群、李群、代數群和拓撲群特別是（局部）緊群理論中的起組織作⽤的原則。[54][56]

伽 羅 ⽡ 群 是 通 过 对 求 解 多 項 式 ⽅ 程 的 过 程 中 涉 及 到 的 对 称 性 的 研 究 ⽽ 被 发 展 起 来 的 。 [57][58] 例 如 ， ⼆ 次 ⽅ 程
ax2 + bx + c = 0 的解給出為

。

對換表達式中的"+"和"−"，也就是置換⽅程的兩個解可以被看作（⾮常簡單的）群運算。類似的公式對於三次⽅程和四次
⽅程也有，但是對於五次⽅程和更⾼次的⽅程就不普遍性的存在。[59] 与多項式相关联的伽羅⽡群的抽象性質（特別是它們
的可解性）給出了那些多項式的所有解都可⽤根式表達的判定標準，就是說這些解可以類似上⾯公式那樣只使⽤加法、乘
法和⽅根來表達。[60]

這個問題可以使⽤域論來處理：考慮⼀個多項式的分裂域就把問題轉移到了域論的領域中了。現代伽羅⽡理論把上述類型
的伽羅⽡群推廣到了域擴張，并通過伽羅⽡理論基本定理建⽴了在域和群之間的嚴格關聯，再次凸顯了群在數學中無所不
在。

⼀個群被稱為有限群，如果它有有限個元素。元素的數⽬叫做群G 的階。[61] ⼀類重要的有限群是n次对称群SN ，它是N 個字
母的置換的群。例如，在3個字母上的n次对称群S3 是由三個字母ABC 的所有可能置換構成的群，就是說它包含元素ABC,
ACB, ...,直到CBA ，總共有6（或3的階乘）個元素。這類群是基礎性的，因為任何有限群都可以表達為n 次对称群SN 在適合
的整數N下的⼦群（凱萊定理）。相似於上述正⽅形的對稱的群，S3還可以解釋為等邊三⾓形的對稱的群。

在群G 中的⼀個元素a 的階是最⼩的使得an = e 的正整數n ，這⾥的 an 表⽰  ，就是應⽤運算·於a 的n 個復本上。（如

果·代表乘法則an 對應於a 的n 次冪）。在無限群中，這個n 可能不存在，在這種情況下a 的階被稱為無限的。⼀個元素的階等
于這個元素⽣成的循環⼦群的階。

更復雜的計數技術例如計數陪集，產⽣關于有限群的更精確陳述：拉格朗⽇定理聲稱有限群G 的任何有限⼦群H 的階整除G
的階。西羅定理證明了它的部分逆命題。

上⾯討論的⼆⾯體群是8階有限群。r1 的階為4，這是它⽣成的⼦群R （⾒上）的階。反射元素fv 等的階是2。如拉格朗⽇定
理所述這兩個階都整除8。上⾯的群Fp

×有階p − 1。

数学家们常常为寻求⼀种数学对象的完备分类（或列表）⽽努⼒。在有限群的领域内，这个⽬标迅速引出了⼀系列困难⽽
意义深远的数学问题。根据拉格朗⽇定理，p阶有限群（p为素数）必定是循环（阿贝尔）群Zp 。p2 阶群也被证明是阿贝尔
群。但这⼀命题并不能推⼴到p3 阶群，如上⾯的⾮阿贝尔群——8阶⼆⾯体群D4 所⽰，其中8 = 23 。[62] 可以利⽤计算机代数
系统来给较⼩的群列表，但没有对⼀切有限群的分类。q[›] ⼀个中间步骤是有限单群分类。r[›] 如果⼀个⾮平凡群仅有的正规
⼦群是平凡群和它⾃⾝，那么这个群叫做⼀个单群或简单群。s[›] 若尔当-赫尔德定理说明单群可以作为建构有限群的“砖
块”。[63] 有限单群列表是当代群论的⼀个主要成就。1998年的菲尔兹奖得主理查·伯切德斯成功地证明了所谓怪兽-胡⾔乱语
猜想。该猜想指出了最⼤有限简单散在群——“ 怪兽群”与⼀种来⾃经典复分析和弦理论（⼀种被认为统⼀了对许多物理学现
象的描述的理论）的对象模函数之间的惊⼈⽽深刻的联系。[64]

伽羅瓦群

有限群

有限单群分类

帶有額外結構的群

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BB%A3%E6%95%B8%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%93%E6%89%91%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B7%8A%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%9A%E9%A0%85%E5%BC%8F
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%B9%E7%A8%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%8C%E6%AC%A1%E6%96%B9%E7%A8%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%89%E6%AC%A1%E6%96%B9%E7%A8%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%9B%E6%AC%A1%E6%96%B9%E7%A8%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%94%E6%AC%A1%E6%96%B9%E7%A8%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%AF%E8%A7%A3%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%96%B9%E6%A0%B9
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%9F_(%E6%95%B8%E5%AD%B8)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%88%86%E8%A3%82%E5%9F%9F
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BC%BD%E7%BE%85%E7%93%A6%E7%90%86%E8%AB%96
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%9F%E6%89%A9%E5%BC%A0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BC%BD%E7%BD%97%E7%93%A6%E7%90%86%E8%AE%BA%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%89%E9%99%90%E9%9B%86%E5%90%88
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9A%8E_(%E7%BE%A4%E8%AB%96)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%AF%B9%E7%A7%B0%E7%BE%A4_(n%E6%AC%A1%E5%AF%B9%E7%A7%B0%E7%BE%A4)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BD%AE%E6%8F%9B
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=6%E9%9A%8E%E4%BA%8C%E9%9D%A2%E9%AB%94%E7%BE%A4&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9A%8E%E4%B9%98
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%87%B1%E8%90%8A%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%AD%89%E8%BE%B9%E4%B8%89%E8%A7%92%E5%BD%A2
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%89%E6%A0%BC%E6%9C%97%E6%97%A5%E5%AE%9A%E7%90%86_(%E7%BE%A4%E8%AB%96)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9B%A0%E5%AD%90
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%A5%BF%E7%BE%85%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%BA%8C%E9%9D%A2%E9%AB%94%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%88%86%E7%B1%BB%E5%AE%9A%E7%90%86&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%AE%A1%E7%AE%97%E6%9C%BA%E4%BB%A3%E6%95%B0%E7%B3%BB%E7%BB%9F
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B0%8F%E7%BE%A4%E5%88%97%E8%A1%A8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%B3%E5%87%A1%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%95%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E8%8B%A5%E5%B0%94%E5%BD%93-%E8%B5%AB%E5%B0%94%E5%BE%B7%E5%AE%9A%E7%90%86&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%9C%89%E9%99%90%E5%8D%95%E7%BE%A4%E5%88%97%E8%A1%A8&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%8F%B2%E5%B0%94%E5%85%B9%E5%A5%96
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E7%90%86%E6%9F%A5%C2%B7%E4%BC%AF%E5%88%87%E5%BE%B7%E6%96%AF&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%80%AA%E5%85%BD-%E8%83%A1%E8%A8%80%E4%B9%B1%E8%AF%AD&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%95%A3%E5%9C%A8%E7%BE%A4&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%80%AA%E7%8D%B8%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A4%8D%E5%88%86%E6%9E%90
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BC%A6%E7%90%86%E8%AE%BA
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A8%A1%E5%87%BD%E6%95%B8


很多群同時是群和其他數學結構的例⼦。⽤范疇論的語⾔來說，它們是在范疇中的群對象，這意味著它們是帶著模仿群公
理的（叫做態射的）變換的對象（就是說其他數學結構的例⼦）。例如，所有群（如上⾯定義的）也是⼀個集合，所以群
是在集合范疇中的群對象。

某些拓撲空間可以配備上群结构。為了讓群公理與拓撲交織良好，群運算必須
是連續函數，就是說如果g 和h 只變化很⼩，那么g·h, 和g−1 必須變化不⼤。這種
群叫做拓撲群，并且它們是在拓撲空間范疇內的群對象。[65] 最基本的例⼦是
實數R 在加法之下(R\{0},·) ，任何其他拓撲域⽐如複數或p進數也是類似。所有
這些群都是局部緊拓撲群，所以它們有哈尔测度并可以通過調和分析來研究。
前者提供了不變積分的抽象形式化。以實數情況为例，不变性意味着有：

對於任何常數c 成⽴。在這些域上的矩陣群也属于这种结构下，賦值向量環和賦
值向量代數群也是如此，它們對數論是基礎性的。[66] 無限域擴張的伽羅⽡群
⽐如絕對伽羅⽡群也可以配備上拓撲，叫做Krull拓撲，它又是推廣上⾯概述的
域和群的連接到無限域擴張的中⼼概念。[67] 適應代數幾何需要的這個想法的
⾼級推廣是étale基本群。[68]

李群（为纪念索菲斯·李⽽命名）是具有流形結構的群，就是說它們是局部上看
起來像某個適當維度的歐幾⾥得空間的空間。[69] 這⾥，作为額外結構的流形
結構也必須是兼容的，就是說對應於乘法和求逆的映射必須是光滑的。

標準例⼦是上⾯介紹的⼀般線性群：它是所有 矩陣的空間的開⼦集，因為它由不等式

det (A) ≠ 0，

給出。這⾥的A指⽰ 矩陣。[70]

李群在物理中是基礎性的：诺特定理把連續對稱与守恒定律关联起来。[71] 在空間和時間中旋轉和平移不变性是⼒學定律的
基本對稱。它們可以被⽤來構造簡單的模型——⽐如在⼀種狀況下實施軸對稱常常會導致在解⽤來提供物理描述的⽅程上的
重⼤簡化。v[›] 另⼀個例⼦是洛伦兹变换，它有關於兩個相互運動的觀察者的時間和速度的測量。它們可以⽤純群論⽅式推
演，通過把變換表達為闵可夫斯基時空的旋轉對稱。在忽略萬有引⼒的情況下，后者充當了狹義相對論的時空模型。[72] 闵
可夫斯基時空的完全對稱群，就是說包括了平移，叫做庞加莱群。通過上述联系，它在狹義相對論中扮演了關鍵⾓⾊，并
隐含地⽤于量⼦場論。[73] 隨位置變化的對稱与規范場論⼀起构成现代物理对相互作⽤的描述的中⼼。[74]

在抽象代數中，通過放松定義群的某個公理可定義出更多的⼀般結構。[26][75][76] 例如，如果省略所有元素都逆元的要求，
結果的代數結構就叫做⼳半群。⾃然數集N （包括0）在加法下形成了⼳半群，還有⾮零整數在乘法下(Z\{0},·) 也是。有⼀
種⼀般⽅法⽤來向任何（阿⾙爾的）⼳半群正式的增加元素的逆元，⾮常類似于從(Z\{0},·) 得出(Q\{0},·) 的⽅式，這叫做
格罗滕迪克群。⼴群⾮常類似于群，除了復合a · b 不必須在所有的a 和b 上有定義之外。它們由更加復雜形式的對稱的研究
所引發，常⾒于拓撲和分析結構⽐如基本⼴群中。表格給出⼀些推廣群的結構。

拓拓撲群

在複平⾯面中的單位圓在複數數乘法下是
李李群，所以是拓拓撲群。它是拓拓撲的因
為複數數乘法和除法是連續的。它是流
形并因此是李李群，因為所有⼩小段⽐比如
在圖中的紅⾊色圓弧，看起來來像（顯示
在底下的）實數數線的⼀一部分。李李群

推廣
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類類似群的結構

完全
性

結合
律律

單位
元

除
法

群 是 是 是 是

⺓⼳幺半
群

是 是 是 否

半群 是 是 否 否

環群 是 否 是 是

擬群 是 否 否 是

原群 是 否 否 否

廣群 否 是 是 是

范疇 否 是 是 否

⼦子群

群⼦子集的乘積

正规⼦子群

同构基本定理理

有限群

中⼼心化⼦子和正规化⼦子

拉格朗⽇日定理理

可解群

冪零群

舒尔正交关系

^  a:  《數學評論》列出了3,224篇2005年寫的關于群論和它的應⽤的研究論⽂。
^  b:  閉合公理已經由·是⼆元運算的條件所蘊含。因此有些作者省略這個公理。Lang 2002。
^  c:  ⽐如參⾒Lang (2002, 2005)和Herstein (1996, 1975)的書。
^  d:  但是⼀個群不由它的⼦群的格所決定。參⾒Suzuki 1951。
^  e:  群運算的這么規范的擴展是泛性質的實例。
^  f:  例如，依據拉格朗⽇定理，如果G是有限的，則任何⼦群和任何商群的⼤⼩整除G的⼤⼩。
^  g:  詞同態演化⾃希臘語ὁµός—相同和µορφή—結構。
^  h:  循環群的加法符號是t·a, t ∈ Z。
^  i:  例⼦參⾒塞弗特－范坎彭定理。
^  j:  ⼀個例⼦是群的群上同調，它等于它的分類空間的單同調。
^  k:  有乘法逆元的元素叫做可逆元，參⾒Lang 2002, §II.1, p. 84。
^  l:  通過增加分數的從整數到有理數的轉變推廣為分式域。
^  m:  ⽤任何域F替代Q同樣是真的。參⾒Lang 2005, §III.1, p. 86。
^  n:  例如，域的乘法群的有限⼦群必然是循環群。參⾒Lang 2002, Theorem IV.1.9。模和單純代數的撓
概念是這個原理的另⼀個實例。
^  o:  陳述的性質是素數的⼀個可能定義。參⾒素元。
^  p:  例如，迪菲-赫爾曼密鑰交換協議使⽤離散對數。
^  q:  阶不超过2000的群是已知的。这些群在同构意义下约有490亿个。参见Besche, Eick & O'Brien 2001.
^  r:  在单群和⼀般群分类之间的缺⼜在于扩张问题，⼀个很难⼀般性求解的问题。参见
Aschbacher 2004, p. 737.

參參⾒見見

注釋

https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%85%A8%E5%87%BD%E6%95%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B5%90%E5%90%88%E5%BE%8B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%96%AE%E4%BD%8D%E5%85%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%99%A4%E6%B3%95
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%BA%E5%8D%8A%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8D%8A%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%92%B0%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%9F%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8E%9F%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%B9%BF%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%8C%83%E7%95%B4_(%E6%95%B0%E5%AD%A6)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%AD%90%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BE%A4%E5%AD%90%E9%9B%86%E7%9A%84%E4%B9%98%E7%A9%8D
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%AD%A3%E8%A7%84%E5%AD%90%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%90%8C%E6%9E%84%E5%9F%BA%E6%9C%AC%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%89%E9%99%90%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%AD%E5%BF%83%E5%8C%96%E5%AD%90%E5%92%8C%E6%AD%A3%E8%A7%84%E5%8C%96%E5%AD%90
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%8B%89%E6%A0%BC%E6%9C%97%E6%97%A5%E5%AE%9A%E7%90%86_(%E7%BE%A4%E8%AB%96)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%AF%E8%A7%A3%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%86%AA%E9%9B%B6%E7%BE%A4
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%88%92%E5%B0%94%E6%AD%A3%E4%BA%A4%E5%85%B3%E7%B3%BB
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%95%B8%E5%AD%B8%E8%A9%95%E8%AB%96
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%B3%9B%E6%80%A7%E8%B4%A8
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BE%A4#ref_f
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9A%8E_(%E7%BE%A4%E8%AB%96)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%A4%E5%B8%8C%E8%87%98%E8%AA%9E
https://zh.wiktionary.org/wiki/%CE%BC%CE%BF%CF%81%CF%86%CE%AE
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%A1%9E%E5%BC%97%E7%89%B9%EF%BC%8D%E8%8C%83%E5%9D%8E%E5%BD%AD%E5%AE%9A%E7%90%86
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%BE%A4%E4%B8%8A%E5%90%8C%E8%AA%BF
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%88%86%E9%A1%9E%E7%A9%BA%E9%96%93&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%96%AE%E5%90%8C%E8%AA%BF&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%8F%AF%E9%80%86%E5%85%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%88%86%E5%BC%8F%E7%92%B0
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%9F%9F_(%E6%95%B8%E5%AD%B8)
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%A8%A1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%96%AE%E7%B4%94%E4%BB%A3%E6%95%B8&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%92%93_(%E4%BB%A3%E6%95%B8)&action=edit&redlink=1
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%B4%A0%E5%85%83
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E8%BF%AA%E8%8F%B2-%E8%B5%AB%E7%88%BE%E6%9B%BC%E5%AF%86%E9%91%B0%E4%BA%A4%E6%8F%9B
https://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%9B%A2%E6%95%A3%E5%B0%8D%E6%95%B8
https://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%89%A9%E5%BC%A0%E9%97%AE%E9%A2%98&action=edit&redlink=1


Aschbacher 2004, p. 737.
^  s:  等价地说，⼀个⾮平凡群是单群当且仅当它仅有的商群是平凡群和⾃⾝。参见Michler 2006,
Carter 1989.
^  t:  更嚴格的說，所有群都是某個圖的對稱群，參⾒Frucht 1939。
^  u:  更精確地說，monodromy作⽤在要考慮的微分⽅程的解的向量空間上。參⾒Kuga 1993, pp. 105–
113。
^  v:  例如參⾒史⽡西度规，這⾥的對稱極⼤的減⼩了物理系統的復雜性。
^  w:  例如，這是有限簡單群的分類的關鍵。參⾒Aschbacher 2004。
^  x:  例如，群作⽤在單模上的效果的Schur引理。更加復雜的例⼦是絕對伽羅⽡群作⽤在平展上同调上。
^  y:  單射和滿射分別對應於單同態和滿同態。在傳給對偶范疇的時候它們是可互換的。
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